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В роботі розглянуті особливості формування акустичного поля сферич-
ним джерелом з ускладненими властивостями в регулярному плоскопаралель-
ному хвилеводі, що має практичне значення в морському приладобудуванні та 
океанографічних дослідженнях. Алгоритм розв`язку будується на основі вико-
ристання рівняння Гельмгольця і методу Фур’є для кожної часткової області 
та умов спряження на їх границях. Представлений розрахунок дозволяє позбу-
тися ідеалізованих граничних умов на поверхні джерела, з подальшим визначен-
ням коефіцієнтів збудження мод хвилеводу в рамках задачі Штурма-Ліувіля. 
При цьому залучення граничних умов на поверхні та дні моря, а також умови 
Зоммерфельда, надає можливість отримати реальний розподіл поля в верти-
кальних перетинах хвилеводу. 
Отримані частотні залежності складових тиску та коливальної швидко-
сті показують їх амплітудно-фазові відмінності, які досягають 90 градусів, 
що частково пояснює виникнення особливих точок в полі інтенсивності в регу-
лярному хвилеводі. Визначено, що багатократність відбиття звукових хвиль 
від границь робочого простору і простору хвилеводу викликають осциляції 
складових тисків зі зміненням рівня амплітуди до 6 дБ. З’ясовано, що зі зрос-
танням розмірів джерела в робочому просторі утворюється своєрідний резо-
нанс, частота якого залежить від глибини моря і відповідає області kr=x=5.8. 
Встановлено, що під час формування акустичного поля в робочому просторі 
частотна характеристика складових імпедансу подається як багаторезонанс-
на залежність, утворена на основі частотних характеристик нижніх мод та 
їх комбінацій. Експериментальні дослідження показали відповідність резуль-
татів розрахунків модового складу акустичного поля випромінювача, отрима-
ним в умовах басейну, просторовим характеристикам модових складових аку-
стичного поля з похибкою до 3 дБ. 
Ключові слова: акустичне поле, акустичний плоскопаралельний хвилевод, 
сферичне джерело, часткові області. 
 
1. Вступ 
В наш час збільшення проблемних напрямків з області дослідження світо-
вого океану викликає необхідність пошуку нових та вдосконалення існуючих 
постановок та розв’язків задач підводної акустики. Це пов’язано з необхідністю 
поглиблення теоретичних положень та розвитком технологій морського прила-
добудування та океанографічних досліджень. При цьому цікавим та корисним 
видається не досліджений повністю напрямок хвильової акустики в частині за-






наближення модельних уявлень традиційних постановок задач випромінювання 
до реальних ситуацій роботи ускладнених джерел звуку в умовах багатократ-
них відбиттів звукових хвиль від поверхні і дна мілкого моря. 
В зв’язку з цим представляється перспективним дослідження особливостей 
формування акустичного поля в регулярному плоско-паралельному рідинному 
хвилеводі, що імітує мілке море. В роботі досліджується ситуація використання 
ускладненого джерела звуку для визначення особливостей основних факторів 
утворення поля. Зазначимо, що врахування багатомодовості джерела, як одного з 
чинників змінення опору випромінювача, в попередніх постановках не бралося до 
уваги. При цьому до таких ускладнень також має бути віднесено: наявність розсі-
яння звуку на випромінювачі, явище дисперсії, власне, багатомодовість та мінли-
вість її структури, а також укладання та використання функціональних рівнянь 
щодо визначення часткових областей, граничних умов та умови спряження. 
Таким чином, проблема формування акустичного поля в плоско-
паралельному хвилеводі підлягає подальшим дослідженням як в постановочній 
частині, так і в частині розв`язку. При цьому, ускладнення властивостей джере-
ла вочевидь наближатиме розрахункову ситуацію до реальної, а алгоритм 
розв`язку будуватиметься на основі використання методології часткових облас-
тей для акустичного поля, відповідних рівнянь Гельмгольця і методу Фур’є для 
кожної області та умов спряження на їх границях. 
Основні результати роботи полягають в постановці задач, застосуванні ме-
тоду часткових областей та визначенні розподілень акустичних тисків в верти-
кальних перетинах хвилеводу. При цьому визначено границю області ближньо-
го поля випромінювача (“робочий простір”), починаючи з якої, розрахункові 
розподілення тисків відповідають епюрам, визначеним класичними підходами. 
Крім того, розглянуто частотні залежності питомого імпедансу в робочому про-
сторі та охарактеризовані змінення режиму роботи випромінювача за рахунок 
змінення його коливального режиму. 
Результати досліджень є важливими і корисними для практики підводних 
комунікаційних систем, систем телеметрії та пошукових гідроакустичних засобів. 
Актуальність такого підходу обумовлена можливістю позбутися ідеалізо-
ваних граничних умов на поверхні джерела з подальшим визначенням коефіці-
єнтів збудження мод хвилеводу в рамках задачі Штурма-Ліувіля. При цьому 
для кожної часткової області залучення граничних умов на поверхні та дні моря 
надає можливість отримати реальний розподіл поля в вертикальних перетинах 
хвилеводу, що важливо для багатьох практичних задач акустики мілкого моря. 
 
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми 
В задачах про формування і поширення акустичних хвиль в утвореннях 
хвилеводного типу суттєву роль відіграють умови, тип, просторові та енергети-
чні характеристики сферичних джерел акустичного сигналу [1]. Вказані харак-
теристики в більшості фундаментальних праць подані узагальнено [1], що не 
задовольняє багатьом сучасним задачам гідроакустики. Так, задачі утворення 
комунікаційних підводних каналів, розробки засобів підводного зв’язку та те-







льній зонах. Такий підхід має містити нові постановки та використання вдоско-
налених методів розв’язку. Проте, в традиційній постановці задачі випроміню-
вання звуку в хвилеводі в рамках задачі Штурма-Ліувіля та положень щодо 
власних функцій [2] також використовувались спрощені ситуації. І хоча пра-
ці [1, 2] ґрунтовно визначають постановки щодо роботи сферичного джерела 
біля ідеальної границі в інтегральному поданні, питання інтерференційної вза-
ємодії плоских і сферичних хвиль підлягають подальшому аналізу і досліджен-
ню. Крім того, розвиток постановок хвильових задач має передбачати деталіза-
цію процесів поширення акустичних збурень з урахуванням зворотнього впли-
ву відбитого і розсіяного поля на роботу джерела. 
Такі задачі потребують залучення своєрідного замінника, який допоможе 
при використанні традиційних основ опанувати більш високий рівень відомос-
тей про предмет досліджень. Таким замінником може виступити саме метод 
часткових областей. 
Розробка, впровадження та використання методу часткових областей в за-
дачі акустики триває вже достатньо довго і ґрунтовно подані в роботі [3]. Ме-
тод передбачає вибір областей робочого середовища, наближених до каноніч-
них геометричних фігур та складання функціональних рівнянь щодо умов 
спряження та умови Зоммерфельда вздовж каналу хвилеводу [1]. 
Проте, обсяг задач виявився настільки великим, а самі задачі настільки скла-
дними, що повільність опанування нових результатів виявляється виправданою. 
Отже, очікуваними результатами використання методу часткових областей 
із застосуванням в кожній частковій області рівнянь Гельмнолья і методу 
Фур’є, очевидно, будуть:  
– можливість більш глибокого (в порівнянні з даними робіт [2–4]) дослі-
дження тонкої структури акустичного поля в хвилеводах, яке може бути пред-
ставлено амплітудним розподіленням акустичних тисків в вертикальних пере-
тинах хвилеводу; 
– визначення реальних коефіцієнтів збудження поля в хвилеводі при роботі 
з ускладненим джерелом; 
– визначення АЧХ джерела з врахуванням багатомодовості. 
Тож, зазначені очікування дають підставу сподіватися на отримання нових 
результатів та на подальше просування запропонованих підходів.  
Безперечно, сучасний стан проблеми мілких морів вимагає суттєвої деталі-
зації процесу формування акустичних полів при роботі як імпульсними так і 
монохроматичними сигналами [3, 4], в звичайній чи в наскрізній [5], постанов-
ці. Проте, перехід до імпульсних режимів має базуватися саме на традиційних 
розв’язках задач математичної фізики [6] щодо монохроматичних режимів ро-
боти і цілком відповідає основним підходам методу часткових областей. 
Все це дозволяє стверджувати, що доцільним є проведення дослідження, 
присвяченого застосуванню методу часткових областей до визначення особли-
востей формування акустичного поля ускладненим джерелом в плоскопарале-








3. Мета і задачі дослідження 
Метою роботи є застосування методу часткових областей для дослідження 
режиму випромінювання звуку в мілкому морі, поданому регулярним хвилеводом 
з акустично м’якими стінками. Це є важливим для практики комунікаційних під-
водних систем, систем телеметрії та пошукових гідроакустичних засобів. 
Для досягнення мети роботи були поставлені наступні завдання: 
– виконати постановку задачі випромінювання звуку сферичним джерелом 
в плоскопаралельному регулярному хвилеводі з акустично м`якими границями; 
– вибрати координатні системи і визначити форми і кількість часткових 
областей; 
– скласти системи функціональних рівнянь задачі формування акустичного 
поля; 
– розв’язати задачі та відшукати невідомі коефіцієнти розкладень полів; 
– провести розрахунки та експериментально їх підтвердити. 
 
4. Матеріали та методи дослідження 
У роботі використано модель мілкого моря у вигляді регулярного хвилево-
ду з акустично м’якими стінками. При цьому застосовано сферичне ускладнене 
джерело звуку, яке набуває важливих якостей просторового характеру та бага-
томодовості з метою наближення традиційної класичної модельної та розраху-
нкової ситуації до реальної. Алгоритм розв`язку задачі випромінення звуку 
ускладненим джерелом побудований на використанні методології часткових 
областей для акустичного поля, відповідних рівнянь Гельмгольця і методу 
Фур’є для кожної області, а також умов спряження на їх границях. 
Критерієм достовірності запропонованого застосування методу часткових 
областей є: 
– знаходження запропонованим шляхом розподілень акустичних тисків в 
перетинах робочого простору, що співпадають з епюрами тисків (швидкостей) 
в хвилеводі, отриманих традиційно [1-3]; 
– визначення відстані трансформації поля в робочому просторі; 
– визначення імпедансних характеристик у вигляді питомого опору сере-
довища сферичній хвилі з урахуванням умов на границях; 
– просторова вибірковість поля за реалізації певної моди або суми мод має 
зберігатись за умови трансформації поля робочої області в поле в хвилеводі. 
Результатами роботи є розподілення амплітуд і фаз акустичних тисків або 
коливальних швидкостей, в акустичному полі випромінювача з урахуванням 
особливостей формування поля в робочому просторі. Такі розподілення відіг-
рають роль коефіцієнтів збудження нормальних хвиль в хвилеводі. Крім цього, 
отримані частотні залежності питомого імпедансу, які характеризують динамі-
ку модового складу джерела при зміненні коливального режиму випромінюю-











5. Результати дослідження задачі випромінення 
5. 1. Постановка задачі випромінювання звуку сферичним джерелом 
в плоско-паралельному регулярному хвилеводі з акустично м`якими 
границями 
Розглянуто хвильову задачу про роботу в обмеженому пружному середо-
вищі пульсуючого сферичного монохроматичного перетворювача – випромі-
нювача звукових хвиль. Вважається, що робочий простір сфери утворено між 
двома паралельними плоскими акустично м’якими безкінечними нерухомими 




Рис. 1. Модель хвилеводного каналу 
 
Простір є регулярним і має хвильовий опір ρ0с0, відмінний від хвильових 
опорів зовнішніх напівпросторів ρпсп і ρдсд (повітря і дно). Таким чином, утво-
рена модель (рис. 1) відповідає спрощеному хвилеводному каналу. 
 
5. 2. Вибір координатних систем і визначення форми і кількості част-
кових областей 
Канал розглянуто в прямокутних O, x, y, z; O', x', y', z';  O″, x″, y″, z″; O1, x1, 
y1, z1 та в сферичній O', r, φ, θ, координатних системах (z0=r cos(θ); x0=r sin(θ)). 
Центри О та О’ прямокутних координат O, x, y, z та  O', x', y', z'   рознесено на 
відстань Нв=Н/2=h, де Н – ширина хвилеводу (глибина моря), а центр сферич-
них координат О’ суміщено з фазовим центром сферичного джерела, яке має 
зовнішній радіус а. Сам перетворювач при розсіянні ним відбитих від границь 
хвиль, є імпедансним, має повністю електродовані поверхні та випромінює 






Після підведення електричного збудження, коливання сфери починаються 
виключно з пульсуючих рухів, що обумовлено не тільки її геометричною фор-
мою, а й видом електродування. Якби робоче середовище було б необмеженим, 
то джерело мало б працювати виключно на нульовій моді та формувати сфери-
чні хвилі, що поширюється у вигляді концентричних сферичних поверхонь.  
Проте, вже після першого відбиття від границь (поверхня моря і дно), хви-
льова картина має змінюватись завдяки виникненню, розсіяного сферою поля 
та перевідбиття акустичних хвиль від границь хвилеводу. Отже, суперпозиція 
поля розсіяння, прямого поля перетворювача та поля відбитого від поверхонь 
хвилеводу в сукупності утворюють в робочому просторі деяке повне поле. 
Розглянемо обставини формування повного акустичного поля (рис. 2). 
Вважається, що хвильова картина є центрально симетричною і поділеною 
квадрантами І, ІІ, ІІІ, ІV. Таким чином, достатнім буде розв’язок задачі для об-
ласті І і IV (0≤θ≤π) з подальшим спряженням результатів визначення звукового 
потенціалу (або тисків) вздовж осей O', x', O', y', O', z', (рис. 1). Відтак, ситуація 
формування поля припускає використання методу часткових областей [4] з ви-
конанням силових або кінематичних умов спряження. 
Таким чином, збудження хвилеводу і формування в ньому акустичного по-
ля, розглядається з декількох позицій:  
– перша – формування n, m складових ближнього поля сферичного джерела 
n=0, 1, 2, 3…, m=0, 1, 2, 3… в точках її робочого простору від поверхні перетво-
рювача (рис. 1, область V, рис. 2) до умовної області утворення межі областей I, 
ІV, V (саме з неї має починатися формування нормальних хвиль з номерами n, m); 
– друга – на границях областей мають виконуватися умови спряження си-
лового чи кінематичного типів.  
Безперечно, різкого поділу поля між квадрантами І, II, III, IV та V бути не 
може, а межа I, IV та V лише визначає границю області плавного переходу від 




Рис. 2. Квадранти робочого простору 
 
Нехай очікуване акустичне поля є симетричним відносно напрямку φ=00, 
що дає підставу перейти до плоскої задачі та розглядати ситуацію в наведених 







Зрозуміло, що задача випромінення звуку та формування поля в хвилеводі 
зводиться до визначення коефіцієнтів збудження нормальних хвиль. 
Тобто, якщо в деякому перетині хвилеводу задане розподілення сили, тис-
ку або коливальної швидкості частинок середовища, то і суміжні перетини хви-
леводу мають характеризуватися такими самими значеннями тиску. Це витікає 
з умов спряження за методом часткових областей (наприклад, відповідним фу-
нкціональним рівнянням).  
 
5. 3. Складання системи функціональних рівнянь задачі формування 
акустичного поля 
Таким чином, в якості джерела для задачі формування акустичного поля в 
плоскопаралельному хвилеводі виступає поле багатомодового перетворювача 
 сфn,m , ,  r  в часткових областях I–IV, як для окремих мод, так і для їх супер-
позиції: 
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Тому, поле в хвилеводі може бути визначене як результат суперпозиції но-
рмальних хвиль після визначення місця знаходження умовної граничної області 
між ближнім і дальнім полем x0 (далі – «робочий простір сфери»): 
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q
x y z x z  (2) 
 
Проте, розуміємо що модовий склад поля в робочому просторі може бути 
відмінним від складу нормальних хвиль хвилеводу. За таких умов порядок дій 
для розв’язання задачі передбачає:  
– застосування методу часткових областей шляхом складання функціона-
льних рівнянь і знаходження розв’язків однорідного рівняння Гельмгольця для 
кожної часткової області; 
– використання методу Фур’є для розв’язку однорідного рівняння 
Гельмгольця за граничних умов Диріхле та Неймана в рамках задачі Штур-
ма-Ліувіля [2, 7]; 
– використання властивостей ортогональності хвильових функцій на інте-
рвалах (0, H), (0, π), (0, 2π). 
Розглянемо акустичне поле в робочому просторі (області І, ІV) відносно 
поля тисків p(r,φ,θ) поданого однорідним рівнянням Гельмгольця. 
 
   2, , , , 0.      p r k p r  (3) 
 
Тобто, розв’язки для кожної часткової області мають задовольняти рівнян-






взяте для вільного середовища. При цьому співвідношення швидкостей звуку в 
повітрі сп і воді с0 відповідає нерівності сп<с0, що виключає існування критич-
них кутів при похилому падінні звуку з товщі водозаповненого хвилеводу. 
Загальний розв’язок проведений, побудувавши систему функціональних 
рівнянь відносно тисків, спираючись на розкладення (1), ( 2) 
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p x z   IV , p pR W  (4) 
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де  I , , p r   
IV , , p r   
V , p r  – звукові тиски повного поля в робочих просто-
рах І, IV, V; 
 I  p pR W  – коефіцієнт відбиття за тиском при похилому падінні звукової 
хвилі (кут падіння   набуває значень в діапазоні 0≤θ≤π ). Зауважимо, що поря-
док використання інтервалів змінення кутів «падіння-відбиття» θ вимагає пев-
















 – питомий опір середовища сферичної хвилі,  V , p r  – 
акустичний тиск,  I,IV , v r  – коливальна швидкість (записано для зовнішньої 
поверхні в областей І, IV в межах змінення кута 0≤θ≤π).  
 
5. 4. Розв’язок задачі та відшукання невідомих коефіцієнтів розкла-
день полів 
Для розв’язку за умови абсолютного інтегрування (щодо акустичних тис-
ків та акустичного потенціалу) залучено метод Фур’є, властивості ортогональ-
ності хвильових функцій, метод часткових областей [5], граничні умови для 
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та умови спряження силового типу: 
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Визначимося з областю І, акустичне поле в якій (рис. 2) для n, m-ої норма-
льної хвилі є симетричним відносно напрямку 00   ( отже, m=0).  
При цьому повне поле 00пов відб роз ,   p p p p p  формується сукупністю: 
1) прямого поля, що випромінюється джерелом при роботі на нульовій моді 
 
     00 00 (1) 00 0 0, .    p p r A h kr P  (7) 
 
де  (1)0h kr  – сферична функція Ханкеля першого роду нульового порядку, що 
описує розбіжні хвилі, P0(θ) – поліном Лежандра нульового порядку; 
2) поля, створеного модами вищих порядків 
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де  (1)nh kr  – сферична функція Ханкеля першого роду n-порядку для решти ро-
збіжних хвиль,  mnP  – приєднана функція Лежандра першого роду порядку m 
та ступеня n, А0≠А1, А2, ..; проте, вбачаючи те, що в ситуації мілких морів, шлях 
«джерело-поверхня-джерело» фронт хвилі на початку випромінення пробігає за 
достатньо малий проміжок часу (долі ms), вважаємо чинник (7) для монохрома-
тичного режиму, таким, яким можна знехтувати. Тобто, використовувати для 
опису поля лише форму (8); 
3) поля, яке відбите від границі розділу «вода-повітря» 
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де      0, 0 ,     nm p nm p n p nn mB W A W A W A  Wp(θ) – коефіцієнт відбиття за ти-
ском; уn(kr) – сферична функція Неймана другого роду n-порядку для хвиль, що 
сходяться; 
4) поля, розсіяного на сферичній поверхні перетворювача 
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де Аn, Bn, Сn – невідомі коефіцієнти розкладень (7)–(10). 
Таким чином, повне поле тиску в робочому просторі описано з викорис-
танням наступного рівняння: 
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Надамо коментарі щодо визначення та використання невідомих коефіцієн-
тів розкладень (6)–(11) Аn, Bn, Сn для акустичного поля в робочому просторі, а 
також для кожної складової pпов(r, θ) окремо представимо розрахунки. 
Падаючі хвилі. 
Відмітимо, що відповідно до постановки задачі, відомим є лише коефіцієнт 
А0=1, а решта коефіцієнтів Аn, n=1, 2, 3, … є невідомими. Скористуємося ре-
зультатами роботи [8], для визначення співвідношень відносних амплітудних 
значень мод вищих порядків Аn та нульової моди А0. Відповідно до [8] із залу-
ченням джерела [9] це відбувається шляхом введення безрозмірного поправоч-
ного коефіцієнта Ωn, поданого як: 
 
   









    

   






  (12) 
 
де θе – кутовий розмір неелектродованої ділянки поверхні сфери (розкривом не 







визначати розмір неелектродованої поверхні навколо технологічного отвору, при-
значеного для введення в порожнину сфери елементів електричного монтажу. 
Таким чином, для перших п’яти мод, відповідно до [8, 9] Аn0=А00Ωn, звідки: 
 
n=0, A00=1, n=1, A10=–0.031, n=2,  
 
A20=–0.026, n=3, A30=–0.024, n=4, A40=–0.02. (13) 
 
За таких умов збагачення модового складу перетворювача викликано де-
формацією його поверхні за рахунок падіння на перетворювач хвиль, відбитих 
від границь «вода-дно», «вода-повітря». Взаємовплив утворених мод обумовле-
ний зв’язком між механічними коливаннями сфери та результатом перетікання 
енергії від основної форми коливань до вищих. При цьому багатомодовість, має 
впливати на величину і характер імпедансу перетворювача за рахунок динаміки 
просторово частотного коливального стану. Зауважимо, що форма просторової 
характеристики перетворювача має залишатися подібною до традицій-
них [10, 11] за реалізації певних типів електродування і включення електродів в 
коло збудження від генератора. 
Відбиття хвилі від плоских границь (на прикладі квадранту І). 
Щодо коефіцієнтів Bnm, то вони характеризують відбиття сферичної хвилі 
тиску від нерухомої границі, яка за властивостями є акустично м’якою.  
Зробимо припущення про те, що коефіцієнт відбиття за тиском необхідно 
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Для з’ясування ситуації знаходження коефіцієнта Wp скористаємося ре-
зультатами роботи [12] відповідно до ситуації роботи на тривалому часовому 
інтервалі і будь-якому розташуванні точки спостереження коефіцієнта відбиття 











W  (15) 
 
Тобто, сферична хвиля відбивається від вказаної границі як плоска. Вихо-
дячи з положень роботи [12], а також виконання нерівності с0>>сп та с0>>сд, 
застосування формул (14), (15) відповідає ситуації поширення однорідних 
хвиль без обмежень значень кутів θ в діапазоні вказаному у функціональних 
рівняннях (4)-(6). 
Розсіяне поле. 
Для визначення невідомого коефіцієнта nС  застосовано розкладення (11) 
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Імпедансна умова, що замикає групу функціональних рівнянь, вимагає, по-
переднього визначення коливальної швидкості, а саме її розподілення по пове-
рхні сфери. Отже, необхідним є використання умови рівності нормальної скла-
дової швидкості руху матеріальних точок поверхні перетворювача швидкості 
руху по нормалі часток середовища, що наближає ситуацію до умови спряжен-
ня кінематичного типу. 
Розподілення тисків, формули (7)-(10), визначається розподіленням коли-
вальної швидкості vІ(r, θ)=V(φ, θ) і є результатом складного коливального ре-
жиму, що встановлюється в робочому просторі: 
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На підставі співвідношень (7)–(10) від виразу для повного тиску (11), пе-
рейдемо до коливальної швидкості на поверхні сфери: 
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Ліву частину рівності (19) розкладемо в ряд Фур’є по ортогональним фун-
кціям    cos mnP m  наступним чином: 
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де q, s=0 ,1 , 2, 3, …, а Vqs – невідомий амплітудний коефіцієнт, який має зміст 
швидкості. 
Скористаємося властивостями ортогональності: прирівняємо (19) і (20),  
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помножимо праву і ліву частини утвореної рівності на    cos  
m
nP m  та інтег-
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   (21) 
 
Відповідно до [13, 14] в результаті інтегрування маємо: 
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  (22) 
 
Отже, врахуємо вищенаведені припущення щодо симетрії поля відносно 
напрямку φ=0° (m=0), результати (21), (22) та заміну індексації змінної опера-
торів додавання. Після проведення зазначених перетворень, можна записати 
вираз для питомого акустичного імпедансу середовища I,IVпитZ  на поверхні пере-
творювача для певної моди:  
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Отже, події на границях часткових областей з’ясовані. Після використання 
формул (13), (15), (17), (21) для визначення коефіцієнтів An, Bn, Cn, Vn і підста-
новки їх в (11), (18), (23), знайдемо розподілення тисків, коливальних швидкос-
тей та імпеданс. Для цього використаємо діапазони змінення кутів та відстаней 
виходячи з нерівностей 0≤θ≤π/2,  a≤r≤R.  
Знаходження акустичного поля в регулярному плоскому паралельному 
хвилеводі з акустично м’якими границями pхв(x, z) саме по собі є відомою зада-







релах, наприклад [2, 5, 13]. Так, загальним результатом відшукання акустично-
го поля в рамках плоскопаралельної задачі знаходиться у вигляді ряду – суми 
нормальних хвиль [5]. За основу можна взяти вираз (2) і отримати для потенці-
алу поля Ψ(x, z) в прямокутній системі координат 0, x, y, z частковий розв’язок 
по координаті z: 
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    
kp
k k  – хвильове число ν-ї моди хвилево-
ду, а v=0, 1, 2, 3, … – її номер. 
В термінах власних функцій, комплексну амплітуду потенціалу або тиску 
можна подати як: 
 






   ik xx z u z e  (25) 
 
де  uν+1(z)=uμ(z), ν+1=μ, μ∈N – власні функції задачі Штурма-Ліувіля, які для 
обраних вихідних умов утворюють повну ортогональну систему функцій. Дже-
рело звуку, яке знаходиться в площині x=0 характеризується певними просто-
ровими властивостями і утворює потенціал Ψдж(z) так, щоб: 
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Застосовуючи властивості ортогональності, рівності (25), (26) і граничні 
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Таким чином, процес формування поля в заданому хвилеводі полягає у 
відшукання поля в робочому просторі і подальшим накладанням на результат 






вість встановити особливості процесу трансформації акустичного поля в робо-
чій області сферичного перетворювача і поля в хвилеводі. 
Отже, повне поле тиску в робочому просторі описуватимемо, використо-
вуючи рівняння (11) та використовуючи позначення Fдж(r, θ): 
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 (28)  
де Fдж(r, θ) – представляє собою розподілення сили тиску в перетині x0. Перехід 
від сферичної системи координат (0, r, θ) до прямокутної системи (0, x, z) здійс-
нюється по стандартним формулам переходу. 
При цьому повне поле в хвилеводі запишеться, виходячи з (7)–(11) як: 
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Зрозуміло, що якщо розглядається певна форма n, вирази (28), (29) набу-
вають індексації: 
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Таким чином, результат розв`язку дозволяє визначити поле в хвилеводі з 
врахуванням розрахованих коефіцієнтів збудження нормальних хвиль. 
 
5. 5. Проведення розрахунків та експериментальне підтвердження 
В роботі виконані розрахунки розподілення амплітуд акустичного тиску в 
робочому просторі сферичного випромінювача, а саме в вертикальних перети-
нах плоскопаралельного регулярного хвилеводу та питомих опорів середовища 
комбінаційним хвилям певної моди. Зауважимо, що центральна симетрія задачі 
дозволяє подання результатів розрахунків поля лише для одного квадранту (в 
наведеному випадку – першому), враховуючи умови спряження силового типу 
на границях часткових областей (рис. 1, 2). 
Джерело монохроматичного звукового сигналу (частота f=63 Гц) розташова-







О, x, y, z. Глибина моря H=100 м. За розрахунками, виходячи з геометрії задачі, 
максимальна обрана кількість нормальних хвиль хвилеводу становила N=4, що не 
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Результати розрахунків представлено групами. 
Група 1. Хвильові картини розподілення комплексних амплітуд тиску в 
робочому просторі сферичного випромінювача для нижніх мод джерела 




Рис. 3. Хвильова картина поля пульсуючого сферичного джерела в безмежному 













Рис. 4. Хвильова картина розподілення амплітуд тисків в робочому просторі, 








Рис. 5. Хвильова картина розподілення амплітуд тисків в робочому просторі, 













Рис. 6. Хвильова картина розподілення амплітуд тисків в робочому просторі, 













Рис. 7. Хвильова картина розподілення амплітуд тисків в робочому просторі, 








Рис. 8. Хвильова картина розподілення амплітуд тисків в робочому просторі, 










Рис. 9. Хвильова картина розподілення амплітуд тисків в робочому просторі, 
сума мод 0+1+2+3+4, частота 63 Гц, H=100 м 
 
Група 2. Розподілення тисків в хвилеводі, x=100 м помодово та для суми 













Рис. 10. Хвильова картина розподілення амплітуд тисків в хвилеводі помодово, 








Рис. 11. Хвильова картина розроділення амплітуд тисків в хвилеводі, x=100 м 













Рис. 12. Хвильова картина розподілення амплітуд тисків в хвилеводі (сума 
мод), частота 63 Гц, H=100 м: а – x=100 м; б – x=500 м 
 
Група 3. Обвідна та епюри розподілення амплітуд тисків pp в робочому 
просторі по координатах x, z в перетині x=100 м для мод «0», «1», «2», «3», «4» 























Рис. 13. Обвідна розподілу амплітуд тиску pp: а, в, д, є, з, і – в робочому 
просторі pp=p(x,h), h∈[50,100]; б, г, е, ж, и, ї – в перетині x=100 м, pp→p(x,h), 

























Рис. 14. Обвідна розподілу амплітуд тиску pp: а, в, д, є, з, і – в хвилеводі 
pp=p(x,h), h∈[50,100]; б, г, е, ж, и, ї – в перетині x=100 м, pp→p(x,h), 






























Рис. 15. Обвідна розподілу амплітуд тиску pp: а, в, д, є, з, і – в робочому 
просторі pp=p(x,h), h∈[50,100]; б, г, е, ж, и, ї – в перетині x=500 м, pp→p(x,h), 

























Рис. 16. Обвідна розподілу амплітуд тиску pp: а, в, д, є, з, і – в хвилеводі 
pp=p(x,h), h∈[50,100]; б, г, е, ж, и, ї – в перетині x=500 м, pp→p(x,h), 
(50≤z≤100) м, (0≤x≤1000) м 
 
Група 4. Імпедансні характеристики у вигляді частотної залежності пито-














Рис. 17. Частотні залежності: a – зсуву фаз між тиском і коливальною швидкіс-
тю у вільному полі; в – складових приведеного імпедансy Re(IMP(x)) та 
Im(IMP(x)) у вільному полі; б, г – складових приведеного імпедансy Re(IMP(x)) 








Pис. 18. Частотні залежності зсуву фаз: a – між тиском і коливальною швидкістю; 
б – модуля імпедансу |IMP(x)| в робочому просторі при as=50 м; в – складових 
приведеного імпедансy Re(IMP(x)) та Im(IMP(x)) в робочому просторі при as=50 м 
 
Щодо імпедансних властивостей, то в якості зовнішнього навантаження 
джерела обрано питомий імпеданс середовища прямим і відбитим сферичним 






Для перевірки правильності основних положень роботи, та отримання ре-
комендацій щодо визначення робочого простору та його меж, основним чинни-
ком є можливість роботи сфери на певній моді. Це призводить до необхідності 
вимірювання кутових залежностей розподілень амплітуд тиску на поверхні або 
поблизу сфери. 
Для цього отримані теоретичні результати в частині реалізації сферою ок-
ремих певних мод та формування кутових розподілень амплітуд акустичного 
тиску pn(θ), n=0, 1, 2 – мають бути підтверджені експериментально. 
Такий експеримент був проведений у вимірювальному басейні Державного 
підприємства «Київський науково-дослідний Інститут ГІДРОПРИЛАДІВ» по 
схемі рис. 19.  
Результати вимірювання представлено нормованими кутовими діаграмами 
тиску, при роботі сфери на формах коливань «0», «1», «2» на фіксованій частоті 





Рис. 19. Вимірювальна схема: 1 – задаючий генератор; 2 – підсилювач потуж-
ності; 3 – селектор; 4 – підйомно-поворотний пристрій; 5 – пристрій синхроні-
зації, 6 – смуговий фільтр; 7 – досліджуваний сферичний випромінювач, 8 – ко-
нтрольний гідрофон ; 9 – самописець рівня; 10 – осцилограф 2-х канальний 
 
Робочий простір при вимірюваннях відповідав штучним умовам дальнього 
поля, а в прийомному тракті було реалізовано метод стробування прямого ім-
пульсного сигналу за часом (відстанню). Операція стробування забезпечує від-
сутність луни в робочому об’ємі басейну. Строб є рухомим в розгортці індика-
торного та реєстраційного пристроїв (самописець та осцилограф, що підклю-
чаються до виходу блоку смугового фільтру 6 (рис. 19)). 
При цьому перешкодо-сигнальна ситуація відповідала нерівності виду 
Uc/Uп≥15 дБ, де Uc – електрична напруга на реєстраторі корисного сигналу, Uп – 
електрична напруга перешкоди. Реалізація випадків роботи джерела на певній 
моді відповідала ідеології робіт [10, 14] в частині формування просторової ви-
бірковості за умов відповідного узгодження опорів генератора та електромеха-







Отже, генератор 1 формує тональний сигнал заданої частоти, який підси-
люється за потужністю підсилювачем 2 та подається через кесон блоку 4 на ви-
промінювач 7. Електроди випромінювача комутовані таким чином, що випро-
мінювач може працювати на певній моді «0», «1», «2». Прямий сигнал, що 
прийнятий гідрофоном 8 підсилюється, виконується селекція за часом та часто-
тою (блок селекції 3) і результат подається на реєструючі пристрої 9 та 10. Блок 
5 сінхронізує роботу поворотного пристрою 4, розгортки осциллографу, почат-
ком стробу та початком руху двигуна самописця рівня (рис. 19). 
В результаті повного обертання випромінювача поворотним пристроєм 4 
(рис. 19) реєструється характеристика направленості в межах 0–360 градусів 
(рис. 20). При цьому було проаналізовано результати вимірювання кутових ро-
зподілень амплітуд акустичного тиску на частоті робочого діапазону дослі-
джень (рис. 20). В результаті аналізу діаграм встановлено, що просторові зале-
жності амплітуд тисків, які виміряні в робочому просторі, співпадають по хара-




Рис. 20. Кутове розподілення амплітуд тисків перших трьох мод: крива 1 – мода 
n=0; крива 2 – мода n=1; крива 3 – мода n=2 
 
На основі отриманих кутових діаграм для трьох нижніх мод, а також ви-
значення відстані x=x0≈5 м – вважаємо, що: 
– стробування прямого сигналу та масштабування експерименту в достат-
ній степені забезпечують наближення умов вимірювання до реальних; 
– результати вимірювань визначають відстань x0=5 м як межу, з якої від-
буватиметься формування поля в хвилеводі і позитивно характеризують обра-
ний підхід до розв’язку поставленої задачі випромінювання.  
 
6. Обговорення результатів дослідження акустичного поля сферичного 
ускладненого джерела в плоско-паралельному хвильоводі 
Виконано постановку та розв`язок задачі випромінення в представленні 
тиску рядами (16), (27), (8), (29), (30), що використано для дослідження розпо-






вами спряження, і імпедансних частотних залежностей. В результаті визначено 
два основних чинники виникнення особливостей формування акустичного по-
ля. Це загальні властивості хвилеводу та своєрідне перехідне акустичне поле, а 
також, поле в робочому просторі. 
При цьому кожному з доданків рядів (16)–(18) та (29), (30) можна постави-
ти у відповідність нормальну бігучу хвилю. Така хвиля рухається від деякого 
джерела в додатному напрямі осі Ox зі своєю фазовою швидкістю. 
Як відомо з [16], сам процес випромінювання звуку сферою передбачає існу-
вання ближнього (kr<<1) і дальнього (kr>>1) поля. Безперечно, межа, а точніше, 
область розділення таких полів, не має чітких границь, і, формально, звукові хвилі 
можуть починати формуватися лише починаючи з деякої відстані від сфери. Ви-
користаний метод пошуку невідомих коефіцієнтів розкладань скалярних і вектор-
них полів дозволяє точно розрахувати і застосувати коефіцієнти Dv розкладань 
(27) з урахуванням модового складу коливань сфери. Пошук коефіцієнтів Dv про-
ведено в розумінні того, що сферу і прилеглий до неї простір вважаємо ускладне-
ним джерелом звуку. Такий перехід не порушує результатів загального розв’язку, 
бо розв’язок задачі, отриманий в кожній утвореній частковій області, задовольняє 
рівнянню Гельмгольця, граничним умовам і умовам спряження. 
Отже, формування поля в хвилеводі відбуватиметься шляхом використан-
ня значень коефіцієнтів Dv з робочого простору та використання власних функ-
цій в рамках задачі Штурма-Ліувіля. Таким чином, для деякого значення x0 у 
разі співпадіння розрахункових значень амплітуд тисків в вертикальних пере-
тинах робочої області та епюр відповідних мод в вертикальних перетинах хви-
леводу, коефіцієнти Dv однозначно відповідатимуть утвореним нормальним 
хвилям. До того ж з’являється можливість дослідити динаміку формування по-
ля при просування вздовж осі Ox  бажаної сукупності нормальних хвиль (мод). 
Відмітимо, що в околі ближнього поля координатні залежності тисків характе-
ризуються значною зрізаністю, що призводить до суттєвої просторової мінли-
вості амплітуд модового складу. Кількість і положення вузлових модових ліній 
при цьому визначають вузли і пучності стоячих хвиль у вертикальних перети-
нах поля в робочому просторі. 
Для безмежного простору розподілення тисків пульсуючої сфери подаєть-
ся у вигляді системи концентричних кіл (рис. 3), а внесення в поле границь має 
збагачувати модовий набір коливань сфери. 
На рис. 4–9 для мод «0»–«4» та їх суми 0+1+2+3+4 в першому квадранті 
робочого простору наведено хвильові картини розподілення амплітуд тисків pp 
за частоти 63 Гц. Діапазон відстаней (0≤x≤100) м, (0≤x≤1000) м. 
Хвильові картини подані різними кольорами: червоний, помаранчевий, світ-
ло-синій, синій, темно-синій. Кольорами показано змінення величини відносного 
тиску (pp/p0) від найбільшого (червоний) до найменшого (темний синій).  
З результатів розрахунків (рис. 3–9) зазначимо, що поле тиску в робочій 
області представлено сукупністю пучностей і вузлів, що чергуються. За умови 
плоскої задачі, для кількості вузлових ліній, що визначає номер моди mn, ситу-
ація спрощується. Отже, при m=0 досліджуються тільки моди 







них фронтами та вузловими лініями, характеризує форму розподілу амплітуд 
тиску в робочому просторі і визначається просторовою мінливості розподілен-
ня тиску в робочій області. 
Очевидно, що причиною виникнення особливостей роботи сферичного 
джерела в обмеженому просторі є дисперсія, що характеризує зменшення фазо-
вої швидкості n-ої моди за частотою, асимптотично наближаючись до значення 
с=1500 м (рис. 3 – вільний простір). 
Як видно з рис. 4–9, 15, за зміни масштабу діаграми, деталізація розподі-
лення тиску показує: 
1. Саме розподілення тисків представляє результат складної інтерферен-
ційно-дифракційної взаємодії фронтів сферичних хвиль, модульованих відоми-
ми кутовими функціональними залежностями (рис. 4–9) для мод n=0, 1, 2, 3, 4:  
 
 "0" 1,  f     "1" cos ,   f  
 
   "2" cos 2 ,   f     "3" cos 3 ,   f  
 
   "4" cos 4 .   f  
 
2. Тиски та просторові характеристики модових складових сферичної коли-
вальної системи характеризуються нулями на границях «поверхня моря» ( квадра-
нти I, II) і «дно» (квадранти ІІІ,ІV) в силу граничних умов робочого простору. 
3. Для будь-якої моди (суми мод) в точці H(x, h), (x=0, h=H) справедливим 
є твердження про рух акустичної енергії в м’яку границю, що виключає збу-
рення в хвилеводі плоскої хвилі. При цьому стікання енергії в границю впливає 
на складові розподілення, зменшуючи за їх амплітудою та деформуючи за фор-
мою по мірі наближення від осі каналу до границь. 
4. За роботи хвилеводу на одній моді, чи з використанням сумарної кілько-
сті мод, на діаграмах показано певне розділення середовища на ближнє і дальнє 
поля. В заданих вихідних даних для моди «0» розділ проходить по координаті 
x=500 м, (рис. 15, а, в, д, є, з, і). 
Для визначення поля тиску в хвилеводі треба для обраного n-го члена ряду 







 який відповідає ситуації акустично м’яких границь хвилеводу. Роз-
раховане для цього випадку розподілення поля тиску (рис. 10–12) показує поя-
ву додаткових вузлових ліній, що відповідають нулям залежності від z тиску pp 
відповідної моди.  
Розглянутий хвилевод має відфільтровувати нульову моду відповідно до 
умов на границі, тому суттєву цікавість викликає ситуація використання мод, 
відмінних від нульової, наприклад, мод «1» та «2». Окрема реалізація сферич-
ним джерелом вказаних мод забезпечувалась шляхом електричної комутації 
окремих розрізних електродів, що нанесені на поверхні сфери. 






– «0» мода – паралельним узгодженим з’єднанням всіх електродованих ді-
лянок; 
– «1» мода – послідовним зустрічним з’єднанням протилежно розташова-
них пар електродованих ділянок; 
– «2» мода – паралельно-послідовним з’єднанням, електродованих ділянок 
ортогональних пар поверхонь сфери.  
Діаграми залежностей pp→pp(θ), pp(z) розміщено наступним чином : 
– розрахункові огинаючі тисків pp та епюри тисків pp(z) для робочого про-
стору, моди «0»–«4», x=100 м на рис. 13, а, в, д, є, з, і та рис. 13, б, г, е, ж, и, ї; 
– розрахункові обвідні тисків pp та епюри тисків pp(z) для хвилеводу, моди 
«0»–«4», x=100 м на рис. 14, а, в, д, є, з, і та рис. 14, б, г, е, ж, и, ї; 
– розрахункові обвідні тисків pp та епюри тисків pp(z) для робочого прос-
тору, моди «0»–«4», x=500 м на рис. 15, а, в, д, є, з, і та рис. 15, б, г, е, ж, и, ї; 
– розрахункові обвідні тисків pp та епюри тисків pp(z) для хвилеводу, моди 
«0»–«4», x=500 м на рис. 16, а, в, д, є, з, і, рис. 16, б, г, е, ж, и, ї. 
Відповідно до рис. 16, а, в, д, є, з робочий простір триває вздовж горизон-
тальної осі хвилеводу від 1 до 700 м для нижчих мод. При цьому існує обме-
ження робочого простору координатою x=500 м. Це показує відповідність, по-
чинаючи з вказаного перетину, розрахункових значень розподілення амплітуд, 
які отримані відповідно до положень розв’язку методу часткових областей (11), 
типовим епюрам розподілень тисків за [5]. Отже , вони можуть бути викорис-
тані в якості коефіцієнтів розкладення для поля в хвилеводі (27). Рівні сумарно-
го поля і модових складових спадають обернено до збільшення відстані без за-
гального змінення форми.  
Таким чином, оберемо перетини x=100 м і x=500 м. Для них, як видно з 
рис. 13, 15, розраховані обвідні просторових розподілень тиску в робочому 
просторі. Вони мають особливості, що проявляється в значеннях рівнів локаль-
них максимумів, нулів та певних змінень форм пелюсток вказаних діаграм. Це 
пояснюється: 
– відмінностями в обраних перетинах самої «тонкої структури поля» щодо 
кількості протифазних ділянок, вузлів і пучностей тисків в перетинах x=100 м і 
x=500 м для кожної з реалізованих мод; 
– просторовими втратами на розширення фронту та перевідбиттям від гра-
ниць хвиль, сформованих джерелом; 
– відмінностями фазових швидкостей нормальних хвиль. 
При цьому. (рис. 13, а, в, д, є, з, і) положення локальних мінімумів обвід-
них діаграм модових компонент характеризують типові напрямки кутів, які по-
дані пунктиром для мод «2»–«4»). 
Стосовно особливостей імпедансу. Результати розрахунків (рис. 17, 18) 
показують, що в ближньому полі (за малих частот або малих аргументів x (ka)) 
спостерігається суттєва розбіжність по фазі між тиском та коливальною швид-
кістю. Такий результат, очевидно, може частково пояснити причину виникнен-
ня особових точок в полі інтенсивності в мілкому морі. При цьому загальний 
характер поведінки кривих (рис. 17, б, г) описують частотну залежність виду 







залежність імпедансу монополя у вільному полі від частоти. Отже, ефект рівно-
сті нулю середнього потоку акустичної енергії через будь-яку малу поверхню, 
що охоплює джерело (монополь) можна поширити і на розрахункову ситуацію. 
Також крім названого, слід відзначити виникнення осциляцій кривих актив-
них і реактивних компонент імпедансу сфери малого радіусу причиною чого оче-
видно є багатократні перевідбиття звуку від границь в об’ємі робочої області. Ам-
плітуди осциляцій збільшуються зі зростанням частоти в розглянутому діапазоні. 
Зі зростанням розмірів джерела в робочій області чітко утворюється резо-
нанс (рис. 18, б, в) частота якого залежить від глибини моря. Тобто, під час фо-
рмування акустичного поля в робочому просторі частотна характеристика поля 
подається як багаторезонансне утворення на відміну від випромінення звуку 
монополем. Таким чином, імпедансні характеристики мають розглядатися як 
для різних мод, так і для їх сукупності що каже про ситуацію змінності з пли-
ном частоти інерційно-пружного стану перетворювача. Послідовність резонан-
сів мод або їх комбінацій при цьому містить резонанси двох походжень: класи-
чні (по модах) і додаткові (по хвильовим характеристикам розглянутої задачі). 
Обмеження, що притаманні застосуванню методу часткових областей, по-
лягають в основному в тому, що іноді достатньо складно обрати часткові обла-
сті за формою, яка наближена до канонічної. В такому випадку слід зменшува-
ти області та приводити їх по можливості до прийнятної форми та геометрич-
них і хвильових розмірів. При цьому кількість функціональних рівнянь щодо 
граничних умов, умов спряження та часткових розв’язків рівняння Гельмгольця 
суттєво збільшується, ускладнюючи повний розв`язок задачі. 
До недоліків методу слід віднести необхідність співставлення розмірів пе-
ретворювача і довжини хвилі на робочій частоті, де виконується хвильова умо-
ва малості часткової області. Тобто, методу притаманне обмеження в області 
верхніх частот. 
Розвиток досліджень за обраною тематикою має бути спрямований на зба-
гачення постановок фізичними чинниками, які мають наблизити результати до 
реалій формування поля та до можливості дослідження тонких структур акус-




1. Виконана постановка задачі випромінювання звукових хвиль сферичним 
багатомодовим джерелом в умовах регулярного хвилеводу. Її особливість полягає 
у тому, що враховано вплив на джерело прямого, випроміненого джерелом поля, 
поля, відбитого границями хвилеводу, та поля, розсіяного на випромінювачі. 
2. Виходячи із геометрії випромінювача та застосування хвилеводу плос-
копаралельного типу, обрано системи координат задачі (сферична і декартова). 
Визначено п’ять часткових областей, чотири з яких утворюють симетричну си-
стему, а п’ята сполучає робочий простір перетворювача і хвилеводу. 
3. Для обраних часткових областей складено систему функціональних рів-






областей і дають можливість визначення невідомих коефіцієнтів розкладень 
акустичних полів. 
4. Розв’язана хвильова задача для повного поля в робочому просторі з ви-
користанням принципу суперпозиції прямого випроміненого поля, поля, відби-
того від плоскої границі та поля, розсіяного сферою. В зв’язку з симетрією об-
ластей I–IV, розв’язання задачі проводилося лише для квадранту І. Було залу-
чено розв`язки рівняння Гельмгольця для зазначених складових полів, з пода-
льшим застосуванням принципу суперпозиції для кожної точки робочого прос-
тору (квадрант І).  
5. Результати проведення розрахунків тисків в просторах задачі визнача-
ють відповідність застосування отриманих коефіцієнтів збудження, у вигляді 
розподілень тиску на межі робочого простору, епюрам вертикальних розподі-
лень мод хвилеводу. Показано склад і динаміку модової структури випроміню-
вача при поширенні нормальних хвиль. Визначено граничну область робочого 
простору для області нижніх частот (31.5–63 Гц) при роботі в морі глибиною 
100 м джерела діаметром 1 м. Відстань становить близко 2λ. 
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